
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.که به شما داده می بر روی هر برگه پیش نویس 

 ای ننویسید.در زیر خط چین بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنی خود را در دسترس نگه دارید تا مسئول مربوط بتواند معرفی نامه و کارنامه 

 .استفاده از ماشین حساب مهندسی که قابل برنامه ریزی نباشد، مجاز است 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به هنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 تحویل دهید. مسئول حوزه

 .نتایج این آزمون در اواخر خرداد ماه اعلام خواهد شد 

 تهیه شده است. کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 دوممرحله 

 ۱۳۷8ریاضی سال لمپیاد ی ادوره هفدهمین

-                                  6                                         ۳6۰ 

 تذکرات آزمون:

قبل از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه پژوه گرامی، خواهشمند است ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

 کنید:

  است.دقیقه  ۳۶۰و وقت آن  ی تشریحیمسأله 6این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 سؤالات را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند.ی توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 حساب در این آزمون مجاز نیست.استفاده از ماشین



 

۲     
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 حاصل شود؟ چرا؟ 2جایی ارقامش توان دیگری از جابهباشد وجود دارد که با  2آیا عدد صحیح و مثبتی که توانی از          -1

 

Bرا با فرض  ABCمثلث  -2 Cو  45 را در  BANو  CAMالساقین متساوی هالزاویگیریم. مثلثهای قائمدر نظر می 45

CAMسازیم که وری میـــط ABCخارج  BAN  را  BPCالساقین متساوی هالزاویمثلث قائم ABC، و در داخل 90

Pسازیم کهطوری می  الساقین است.متساوی هالزاوینیز یک مثلث قائم MPN. ثابت کنید که مثلث 90
 

100ای یک زمین مربع شکل به شبکه           -3 عدد درخت هر کدام در یکی از  10000الفاصله تقسیم شده و تعداد متساویاز نقاط  100

 ده ـحل هر درخت بریـه اگر در مـد کـیـتوانیم قطع کنیم را پیدا کننقاط این شبکه کاشته شده است. ماکزیمم تعداد درختهایی که می

ای خط واصل بین هر دو درخت بریده شده، درخت بریده نشدهدیگری را نبینیم. )یعنی روی پاره های قرار بگیریم هیچ درخت بریده شدشده

 واقع باشد.(

 

 به صورت زیر mعددهای طبیعی  ههم     -4

m
a a a1 2 1378

1 2 1378
 

aرا پیدا کنید که در آن  a a,..., ,1378 2    اعدادی صحیح و مثبت باشند. 1

   

Bقرار دارند. حال نقاط  CAو  AB ،BCبه ترتیب روی  R، و P ،Qمفروض است. نقاط  ABCمثلث         -5 A,  وC  را به ترتیب روی

PR ،QP  وRQ  گیریم که میطوری در نظرAB باBC A B, باB C وCA  باC A موازی باشند. ثابت کنید که: 
 

PQRAB

A B A B C
 

 

Aفرض کنید          -6 A..., ,2 nو  1
n A, ی متمایز در صفحه باشند نقطهn( دوی این نقاط به دوبههایی که از اتصال خطی پاره. همه2(

 ت ـرمز به دسـداد نقاط قـکنیم. حداقل تعها را به رنگ قرمز، رنگ میخطگیریم و وسط هر یک از این پارهآیند را در نظر میدست می

 آمده چند تاست؟

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مساحت

 مساحت
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 پاسخ های تشریحی  
 

maخیر وجود ندارد. فرض کنید   -1 bو  2 باشند که رقمهای آنها یکسان باشند. بدون کم شدن از کلیت مسأله،  2دو توان  22

m فرض کنید که n چون .a b  و تعداد رقمهایa  وb دهی آنها برابر است، پس در نمایش ده
b

a
 ؛و درنتیجه  10

 n m2 n. پس 10 m  خواهد بود. اما چون رقمهای  3، یا 2، 1یکی از اعدادa  وb  یکسان هستند، پسa  وb 9 هبه پیمان 

 اند؛ یعنیهمنهشت
n m|9 2 1 

n اند، پس بایدنسبت به هم اول 2و  9اما چون  m|9 2 n. اما با توجه به اینکه 1 m , ,1 2  ، چنین چیزی ممکن نیست.3
 

Rفرض کنید که          -2 X( ,  را نشان دهد. α هزاوی هبه انداز X هدوران حول نقط (

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Tتوجه کنید که  R P R A( , ) ( , )90 Tاست. پس  Eای مانند حول نقطه 180 هدورانی به انداز 90 T تابع همانی است. یعنی 

R P R A R P R A Q Q( , ) ( , ) ( , ) ( , )( )90 90 90 90 

 کنیم. روشن است که پیدا می N هحال اثر سمت چپ تساوی را بر نقط

R A C M R P B C R A N B( , )( ) , ( , )( ) , ( , )( )90 90  . پس،90

R P M N( , )( )90 
 خواستیم ثابت کنیم.و این همان چیزی است که می

 

iهای مختصات، در نقطه هفرض کنید که درختها در صفح         -3 j( , iکه  ( j,0 قرار گرفته باشند. درختها را مطابق شکل به  99

 کنیم.گروههای چهارتایی تقسیم می
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 درختیعنی هر گروه از چهار 
i j i j i j i j i j( , ),( , ),( , ),( , ), ,2 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 0 49 

بینند. پس از هر گروه حداکثر یک درخت را تشکیل شده است. روشن است که دو درخت که در یک گروه قرار داشته باشند یکدیگر را می

توان دهیم که میتوان قطع کرد که خاصیت موردنظر مسأله برقرار بماند. اکنون نشان میدرخت را می 2500توان قطع کرد. پس حداکثر می

دیگری را دید. برای این کار کافی است  هدرخت را قطع کرد به طوری که از محل هر یک از درختهای قطع شده نتوان درخت قطع شد 2500

iدرختهایی که مختصات آنها را از دو عدد زوج تشکیل شده است، یعنی درختهای  j( , )2 i به ازای 2 j,0 . فرض کنید که 49

i j( , )2 iو  2 j( , )2  درخت قطع شده باشند. تعریف کنید محل دو 2

a i i b j j,2 2 2 2 

aنشان دهیم. اگر  nو  mشمارند به ترتیب با را می bو  aرا که  2فرض کنید بزرگترین توانهای  b. و اگر m قرار دهید 0 0 

m . فرض کنیدn قرار دهید nه. در این صورت نقط 
m m

a b
( , )
2 2

از  کم یکیای با مختصات صحیح است که دستنقطه 

 همختصهای آن عددی فرد است. اما توجه کنید که نقط
m m

n b
j j( , )2 2

2 2
 هخطی قرار دارد که دو نقطروی پاره 

i j i j( , ),( , )2 2 2  کم یکی از مختصهای آن عددی فرد است.کند و دسترا به هم وصل می 2

 

 کنیم:تر زیر را به استقرا ثابت میدعای کلی         -4

 

 توان آنها را به شکلعدادی که میا ه، همnبرای عدد طبیعی 

i
n

n
i n a

a a a
, ( , )

1 2

1 2
1 

,... نمایش داد عبارتند از ,2 و   1
n n( )1

2
. 

iرا بتوان به صورت بالا نمایش داد، از  xروشن است که اگر 
a  شودنتیجه می 1

n n
x n

( )1
1 2

2
 

nکنیم. درستی حکم به ازای برای اثبات عکس این مطلب، از استقرا استفاده می nروشن است. فرض کنید حکم به ازای  1 درست  1

باشد. پس اگر 
n n

k
( )1
2

 توان به صورت را می k، آنگاه 

n

n
k
a a1 1

1 1
 

nنمایش داد. اما اگر قرار دهیم 
a  شود، نتیجه می1

n n

n n
k n

a a a1 1

1 1
 

و چون 
n n

n k n
( )1

1
2

را که  kاعداد طبیعی مانند  ه، پس هم
n n

n k
( )1

1
2

توان به صورت بالا نمایش می 

kتوان به شکل بالا نشان داد. برای را نیز می n، ... و 2، 1داد. کافی است نشان دهیم که اعداد   آید: نمایش زیر به دست می 1



 
 

5 
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n

n n n2
1 2

1
2

 

kبه ازای  n2 ،تعریف کنید 

k i
a a n i i k, ( ) ,1 1 1 1 

 پس،

i kn k i

i k

n k i

a a a a a
i

k
n i

n
k

n
k

( )

11 1 1

1

1 2 1

1
1

1
1

1

 

 

Aمثلثهای  -5 B C  وABC اند. یعنی خطهای که اضلاع موازی دارند، متشابه و درنتیجه متجانسBB AA,  وCC  در

 اند. فرض کنیدهمرس Kای مانند نقطه

A B B C C A

AB BC CA
 

Aو  KPمحل تلاقی  P1فرض کنید که  B  باشد. چونAB  وA B شوداند، نتیجه میموازی 

KP KP

PP KP KP
1 1

1 1 1
 

 بنویسیم توانیمنشان دهیم، می را با  بنابراین اگر مساحت شکل 

KAB KAB

KA PB KA B A PB
 

 یب،به همین ترت

KB C KC A

KB QC KC RA
 

 بنابراین،

 

 

A B C KA B KB C KC A

PQR KA PB KB QC KC RA
 

 کند.که حکم مسأله را اثبات می

 

n2کنیم که حداقل تعداد نقاط به دست آمده برابر ادعا می         -6 n2کم کنیم که دستاست. ابتدا ثابت می 3 آید. نقطه به وجود می 3

 دهیم:اثبات را در دو گام انجام می
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nگام نخست. نقاط 
A A,...,  دارند.روی یک خط قرار  1

کنیم. فرض کنید که نقاط فوق متناظر با اعداد را روی این خط به عنوان مبدأ و یک جهت را به عنوان جهت محور انتخاب می Oدلخواه  هنقط

nحقیقی 
a a a,..., ,2 na توان فرض کرد کهشوند. بدون کم شدن از کلیت مسأله، می 1 a a1  . اما چون2

n n n
a a a a a a a a a a1 2 1 3 1 2 2 1

2 2 2 2 2
 

nخطهای نقاط وسط پاره n
AA AA AA..., , ,...,2 1 1 nو  2 n

n A A, 12  متمایزند. هنقط 3

iکنیم که تصویر نقاط را در صفحه طوری انتخاب می lگام دوم. خط 
A  برl  متمایز باشند. برای این کار کافی است خطl  را چنان بگیریم که

iبر هیچ یک از خطوط  j
AA  عمود نباشد. اگرB..., ,...Aتصویرهای نقاط  nBو  1 nو  1

A  برl  باشند، بنابر استدلال گام نخست، وسطهای

i j
B Bکم ها دستn2 iکنند. پس وسطهای نقطه را مشخص می 3 j

AAکم ها نیز دستn2  کنند.نقطه را مشخص می 3

,...Aهمچنین اگر  nو  1
A  و 2، 1را نقاط متناظر با اعداد ... ،n  روی خط راست بگیریم، هر نقطه قرمز مختصی به صورت

a

2
خواهد داشت  

a که a3 2 n2. پس 1  قرمز وجود دارد. هنقط 3

 


